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Fractional calculusAbstract Fractional kinetic equations play an important role in certain astrophysical problems. In
this paper, authors have established further generalization of fractional kinetic equations involving
generalized Lommel-Wright functions. Solutions of these generalized fractional kinetic equations
were obtained in terms of Mittag–Leffler function using Laplace transform. Some special cases also
contain the generalized Bessel function and Struve function.
 2016 Faculty of Engineering, Alexandria University. Production and hosting by Elsevier B.V. This is an
open access article under the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).1. Introduction
Fractional kinetic equations gained remarkable interest due to
their applications in astrophysics and mathematical physics.
The extension and generalization of fractional kinetic
equations involving many fractional operators were found
[4,5,8,10,12–14,17,18].
If an arbitrary reaction is characterized by a time dependent
N ¼ NðtÞ then it is possible to calculate the rate of change of dN
dt
by mathematical equation
dN
dt
¼ dþ p; ð1Þwhere d is the destruction rate and p is the production rate of
N.
Haubold and Mathai [5] established a functional differen-
tial equation between the rate of change of reaction, the
destruction rate and the production rate as follows:
dN
dt
¼ dðNtÞ þ pðNtÞ; ð2Þ
where N ¼ NðtÞ is the rate of reaction, dðNðtÞÞ is the rate of
destruction, pðNtÞ is the rate of production and Nt denotes
the function defined by NtðtÞ ¼ NðtÞ  t; t > 0.
A special case of (2), when spatial fluctuations or homo-
geneities in the quantity NðtÞ are neglected, is given by the fol-
lowing differential equation [5,19]:
dNi
dt
¼ ciNiðtÞ; ð3Þ
where initial condition Ntðt ¼ 0Þ ¼ N0 is the number of density
of species i at time t ¼ 0; ci > 0. Solution of standard kinetic
Eq. (3) is given by [19] as
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If we decline the index i and integrate standard kinetic Eq. (3),
we have
NðtÞ N0 ¼ c0 0D1t NðtÞ; ð5Þ
where 0D
1
t is standard fractional integral operator.
Haubold and Mathai [5] obtained the fractional generaliza-
tion of the standard kinetic Eq. (3) as
NðtÞ N0 ¼ cm0 0Dmt NðtÞ; ð6Þ
where 0D
m
t is Riemann–Liouville fractional integral operator
defined as follows [16]:
0D
m
t fðtÞ ¼
1
CðmÞ
Z t
0
ðt uÞm1fðuÞ du; t > 0; RðmÞ > 0: ð7Þ
Solution of Eq. (6) is given by [5]
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk
Cðmkþ 1Þ ðc0tÞ
mk: ð8Þ
The exponential solution (4) of the standard kinetic Eq. (3) can
be obtained by taking m ¼ 1 in (8).
Two parameter Mittag–Leffler function [3] is defined as
Ea;bðzÞ ¼
X1
k¼0
zk
Cðakþ bÞ ; ð9Þ
ða; b 2 C;RðaÞ > 0;RðbÞ > 0Þ.
Laplace transform [7] is defined as
LffðtÞ; sg ¼
Z 1
0
est fðtÞdt: ð10Þ
Laplace transform of the Riemann–Liouville fractional inte-
gral operator is given by [6]
Lf0Dpt fðtÞ; sg ¼ spLffðtÞ; sg: ð11Þ2. Generalized Lommel-Wright function and its special cases
Generalized Bessel, Lommel, Struve and Lommel-Wright
function have originated from concrete problems in Mechan-
ics, Physics, Engineering and Astronomy.
The generalized Lommel-Wright function [11] is defined as
Jl;mm;k ðzÞ ¼
z
2
 mþ2kX1
k¼0
ð1Þk z
2
 2k
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
¼ z
2
 mþ2k
1Wmþ1½ð1; 1Þ; ðkþ 1; 1Þ; . . . ; ðkþ 1; 1Þ;
ðmþ kþ 1; lÞ;z2=4; ð12Þ
where pWq denotes the Wright generalized hypergeometric
function [1]
pWq½ða1;A1Þ; . . . ; ðap;ApÞ; ðb1;B1Þ; . . . ; ðbq;BqÞ; z
¼
X1
k¼0
Cða1 þ kA1Þ . . .Cðap þ kApÞzk
Cðb1 þ kB1Þ . . .Cðbq þ kBqÞk! ;
Aj > 0ðj ¼ 1; 2; . . . ; pÞ; Bj > 0ðj ¼ 1; 2; . . . ; qÞ;
1þ
Xq
j¼1
Bj 
Xp
j¼1
Aj P 0;
for suitably bounded values of jzj.Prieto et al. [2] obtained some results related to fractional
calculus operators of generalized Lommel-Wright function.
Konovska [9] studied convergence of series involving general-
ized Lommel-Wright function.
It is observed that for m ¼ 1, generalized Lommel-Wright
function (12) reduces to generalized Bessel function JmðzÞ[15]:
Jl;1m;k ðzÞ ¼ Jlm;kðzÞ
¼ z
2
 mþ2kX1
k¼0
ð1Þk z
2
 2k
Cðkþ kþ 1ÞCðmþ klþ kþ 1Þ : ð13Þ
If we take m ¼ 1; l ¼ 1 and k ¼ 1
2
in (12), then we obtain
Struve function [1]:
HmðzÞ ¼ z
2
 mþ1X1
k¼0
ð1Þk z
2
 2k
Cðkþ 3
2
ÞCðkþ mþ 3
2
Þ : ð14Þ3. Generalized fractional kinetic equations
In this section, generalized fractional kinetic equation is estab-
lished as Theorems and their special cases (Corollaries).
Theorem 3.1. If d > 0; p > 0; m > 0; l > 0; k 2 C;m 2 N and
j dpsp j < 1, then the solution of equationNðtÞ N0 Jl;mm;k ðtÞ ¼ dp0Dpt NðtÞ ð15Þ
is given by
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kþ 2kþ mþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
t
2
 2kþ2kþm
 Ep;2kþ2kþmþ1ðdptpÞ; ð16Þ
where Ea;bðxÞ is the generalized Mittag–Leffler function given by
(9).
Proof. Applying Laplace transform (10) on (15) and using
(11), we have
LfNðtÞ; sg ¼ N0LfJl;mm;k ðtÞ; sg  dpLf0Dpt NðtÞ; sg ð17Þ
LfNðtÞ; sg ¼N0
Z 1
0
est
X1
k¼0
ð1Þk t
2
 2kþmþ2k
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þdt
 !
 dpspLfNðtÞ; sg
ð18Þ
therefore,
ð1þ dpspÞLfNðtÞ; sg ¼N0
X1
k¼0
ð1Þk2ð2kþ2kþmÞ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1ÞZ 1
0
estt2kþ2kþm dt ð19Þ
This gives,
LfNðtÞ; sg ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk2ð2kþ2kþmÞ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
 Cð2kþ 2kþ mþ 1Þ
s2kþ2kþmþ1
1
ð1þ dpspÞ ð20Þ
After simplification of above equation, we get
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X1
k¼0
ð1Þk2ð2kþ2kþmÞCð2kþ 2kþ mþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
X1
r¼0
ð1Þrdprsð2kþ2kþmþprþ1Þ
( )
ð21Þ
Taking inverse Laplace transform of (21) and using
L1fsp; tg ¼ tp1CðpÞ, we arrived at
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk2ð2kþ2kþmÞCð2kþ 2kþ mþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ L
1
X1
r¼0
ð1Þrdprsð2kþ2kþmþprþ1Þ
( )
¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk2ð2kþ2kþmÞCð2kþ 2kþ mþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
X1
r¼0
ð1Þrdpr t
2kþ2kþmþpr
Cð2kþ 2kþ mþ prþ 1Þ
( )
¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kþ 2kþ mþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
t
2
 2kþ2kþm
X1
r¼0
ðdptpÞr
Cð2kþ 2kþ mþ prþ 1Þ
( )
hence,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kþ 2kþ mþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
t
2
 2kþ2kþm
Ep;2kþ2kþmþ1ðdptpÞ; ð22Þ
For m ¼ 1 and in light of Eq. (13), Theorem (3.1) leads to the
following Corollary. h
Corollary 3.2. If d > 0; p > 0; m > 0; l > 0; k 2 C and j dp
sp
j < 1,
then the solution of equation
NðtÞ N0 Jlm;kðtÞ ¼ dp0Dpt NðtÞ ð23Þ
is given by,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kþ 2kþ mþ 1Þ
Cðkþ kþ 1ÞCðmþ klþ kþ 1Þ
t
2
 2kþ2kþm
 Ep;2kþ2kþmþ1ðdptpÞ: ð24Þ
It may be noted in passing that the special case of general-
ized Lommel-Wright function (12) is Struve function (14),
when m ¼ 1; l ¼ 1 and k ¼ 1
2
immediately leads to the Struve
function HmðtÞ [1], which yields following corollary.
Corollary 3.3. If d > 0; p > 0; m > 0; l > 0; m 2 C and j dpsp j < 1,
then the solution of equation
NðtÞ N0 HmðtÞ ¼ dp0Dpt NðtÞ ð25Þ
is given by,
NðtÞ ¼N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kþ mþ2Þ
Cðkþ 3
2
ÞCðmþkþ 3
2
Þ
t
2
 2kþmþ1
Ep;2kþmþ2ðdptpÞ: ð26Þ
Theorem 3.4. If d > 0; p > 0; m > 0; l > 0; k 2 C;m 2 N and
j dp
sp
j < 1, then the solution of equationNðtÞ N0 Jl;mm;k ðdptpÞ ¼ dp0Dpt NðtÞ ð27Þ
is given by,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
dp
2
 2kþ2kþm
tpð2kþmþ2kÞEp;pð2kþ2kþmÞþ1ðdptpÞ; ð28Þ
where Ea;bðxÞ is the generalized Mittag–Leffler function given by
(9).
Proof. Applying Laplace transform (10) on (27) and using
(11), we get
LfNðtÞ; sg ¼ N0LfJl;mm;k ðdptpÞ; sg  dpLf0Dpt NðtÞ; sg ð29Þ
LfNðtÞ; sg ¼ N0
Z 1
0
est
X1
k¼0
ð1Þk tpdp
2
 2kþmþ2k
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ dt
 !
 dpspLfNðtÞ; sg
ð30Þ
therefore,
ð1þ dpspÞLfNðtÞ; sg ¼N0
X1
k¼0
ð1Þk d2kpþpmþ2pk 2ð2kþ2kþmÞ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ

Z 1
0
estt2kpþ2kpþmp dt ð31Þ
i.e.
LfNðtÞ; sg ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
 Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
s2kpþ2kpþmpþ1
1
ð1þ dpspÞ ð32Þ
Above equation can be written as
LfNðtÞ; sg ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
X1
r¼0
ð1Þrdprsð2kpþ2kpþmpþprþ1Þ
( )
ð33Þ
Taking inverse Laplace transform of (33) and using
L1fsp; tg ¼ tp1CðpÞ, we get
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ L
1
X1
r¼0
ð1Þrdprsð2kpþ2kpþmpþprþ1Þ
( )
¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
X1
r¼0
ð1Þrdpr t
2kpþ2kpþmpþpr
Cð2kpþ 2kpþ mpþ prþ 1Þ
( )
¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ t
2kpþ2kpþmp
X1
r¼0
ðdptpÞr
Cðprþ 2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
( )
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NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
dp
2
 2kþ2kþm
tpð2kþmþ2kÞEp;pð2kþ2kþmÞþ1ðdptpÞ:  ð34Þ
Corollary 3.5. If d > 0; p > 0; m > 0; l > 0; k 2 C and j dp
sp
j < 1,
then the solution of equation
NðtÞ N0 Jlm;kðdptpÞ ¼ dp0Dpt NðtÞ ð35Þ
is given by,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
Cðkþ kþ 1ÞCðmþ klþ kþ 1Þ
dp
2
 2kþ2kþm
tpð2kþmþ2kÞEp;pð2kþ2kþmÞþ1ðdptpÞ: ð36Þ
Corollary 3.6. If d > 0; p > 0; m > 0 and j dp
sp
j < 1, then the solu-
tion of equation
NðtÞ N0 HmðdptpÞ ¼ dp0Dpt NðtÞ ð37Þ
is given by,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ mpþ pþ 1Þ
Cðkþ kþ 1ÞCðmþ kþ 3
2
Þ
dp
2
 2kþmþ1
tpð2kþmþ1ÞEp;pð2kþmþ1Þþ1ðdptpÞ: ð38Þ
Theorem 3.7. If d>0;a>0;p>0;m>0;l>0;k2C;a–d;m2N
and jdp
sp
j<1, then the solution of equation
NðtÞ N0 Jl;mm;k ðdptpÞ ¼ ap0Dpt NðtÞ ð39Þ
is given by,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
dp
2
 2kþ2kþm
tpð2kþmþ2kÞEp;pð2kþ2kþmÞþ1ðaptpÞ; ð40Þ
where Ea;bðxÞ is the generalized Mittag–Leffler function given by
(9).
Proof. Applying Laplace transform (10) on (39) and using
(11), we get
LfNðtÞ; sg ¼ N0LfJl;mm;k ðdptpÞ; sg  dpLf0Dpt NðtÞ; sg ð41Þ
LfNðtÞ;sg¼N0
Z 1
0
est
X1
k¼0
ð1Þk tpdp
2
 2kþmþ2k
ðCðkþkþ1ÞÞmCðmþklþkþ1Þdt
 !
apspLfNðtÞ;sg
ð42Þ
therefore,
ð1þ apspÞLfNðtÞ; sg ¼N0
X1
k¼0
ð1Þk d2kpþpmþ2pk 2ð2kþ2kþmÞ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1ÞZ 1
0
estt2kpþ2kpþmp dt ð43Þ
This leads toLfNðtÞ; sg ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
 Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
s2kpþ2kpþmpþ1
1
ð1þ apspÞ ð44Þ
This yields,
LfNðtÞ; sg ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
X1
r¼0
ð1Þraprsð2kpþ2kpþmpþprþ1Þ
( )
ð45Þ
Taking inverse Laplace transform of (45) and using
L1fsp; tg ¼ tp1CðpÞ, we get
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ L
1
X1
r¼0
ð1Þraprsð2kpþ2kpþmpþprþ1Þ
( )
¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
X1
r¼0
ð1Þrapr t
2kþ2kþmþ1
Cð2kþ 2kþ mþ prþ 1Þ
( )
¼ N0
X1
k¼0
ð1Þk dp
2
 ð2kþ2kþmÞ
Cð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ t
2kpþ2kpþmp
X1
r¼0
ðaptpÞr
Cðprþ 2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
( )
Finally, we arrived at
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
ðCðkþ kþ 1ÞÞmCðmþ klþ kþ 1Þ
dp
2
 2kþ2kþm
tpð2kþmþ2kÞEp;pð2kþ2kþmÞþ1ðaptpÞ:  ð46Þ
Corollary 3.8. If d > 0; a > 0; p > 0; m > 0; l > 0; k 2 C; a – d
and j dp
sp
j < 1, then the solution of equation
NðtÞ N0 Jlm;kðdptpÞ ¼ ap0Dpt NðtÞ ð47Þ
is given by,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ 2kpþ mpþ 1Þ
Cðkþ kþ 1ÞCðmþ klþ kþ 1Þ
dp
2
 2kþ2kþm
tpð2kþmþ2kÞEp;pð2kþ2kþmÞþ1ðaptpÞ: ð48Þ
Corollary 3.9. If d > 0; a > 0; p > 0; m > 0; a – d and j dp
sp
j < 1,
then the solution of equation
NðtÞ N0 HmðdptpÞ ¼ ap0Dpt NðtÞ ð49Þ
is given by,
NðtÞ ¼ N0
X1
k¼0
ð1ÞkCð2kpþ mpþ pþ 1Þ
Cðkþ 3
2
ÞCðmþ kþ 3
2
Þ
dp
2
 2kþmþ1
tpð2kþmþ1ÞEp;pð2kþmþ1Þþ1ðaptpÞ: ð50Þ
Generalized Fractional Kinetic Equations 29574. Conclusion
Various kinds of generalized fractional kinetic equations con-
structed and derived their solutions in view of generalized
Lommel-Wright function, generalized Bessel function, Struve
function and other special functions.
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